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Ниже рассмотрена общая задача об определении токов и напряжений 
в линейной электрической цепи с сосредоточенными параметрами, одно 







и т. д .,
а также частная задача, соответствующая случаю циклического измене­
ния r(t) по закону периодической ступенчатой функции:
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Здесь 4 ,~ 0 —начало отсчета времени t, T—период изменения r(t) или, что 
то язе, продолжительность цикла, s— число ступеней времени цикла.
В течение каждой ступени времени i k — 4 — 4 - i  (k = 1 ,2 ............................,s)
сопротивление r{t) постоянно и равно г*. Для некоторых ступеней вре­
мени сопротивление может обращаться в бесконечность (цепи с прерыва­
телями).
Ступенчатое изменение r(t), соответствующее (0.1) и (0 .2), практиче­
ски осуществляется электронными и механическими переключающими 
устройствами.
1. Изучение процессов в цепи со ступенчато-переменными сопротивле­
ниями обычно ведется при помощи метода припасовывания, предложен­
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ного еще в 1912 году академиком Н. Д . Папелекси [I] для расчета цепи 
с выпрямителем, то есть нелинейной цепи. Применение этого метода 
для решения рассматриваемой линейной и поэтому принципиально более 
простой задачи ведет к несколько менее сложным, но все-таки к доста­
точно громоздким вычислениям и кратко сводится к следующему.
В  течение промежутка времени -¾ сопротивление цепи остается не­
изменным и равным ru, и поэтому ее состояние описывается системой 
интегро-дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. 
Решив эту  систему в общем виде для к-той ступени времени и полагая 
в решении k =  1,2..............   можно затем, зная начальные условия для пер­
вой ступени, шаг за шагом, то есть „припасовывая“ к первой ступени 
вторую, ко второй третью и т . д ., определить искомые токи и напряже­
ния в любой момент времени.
Будучи достаточно общим, метод припасовывания обладает и недо­
статками, из которых существенными для рассматриваемой задачи явля­
ются следующие два: 1) определение состояния цепи в заданной ступени 
времени связано с необходимостью предварительного расчета токов и 
напряжений всех предыдущих’ ступеней и 2) при ступенчато-периодиче­
ском изменении сопротивления согласно (0,2) метод припасовывания дает 
возможность получить лишь приближенное решение, если исследуется 
установившийся режим.
Повидимому, именно эти недостатки и привели к появлению иных 
методов расчета, в частности, основанных на применении уравнений в 
конечных разностях. В  [2; 3], например, указано, как при помощи разност­
ных уравнений произвести расчет генератора пилообразных напряжений, 
в [4] описаны методы расчета некоторых процессов прерывистого регу­
лирования, в [5], где разностные уравнения алгебраизируются путем при­
менения так называемого дискретного преобразования Лапласа, рассчитана 
принципиальная схема инвертора и т. д.
Несмотря на несомненные успехи, достигнутые в направлении исполь­
зования аппарата разностных уравнений, необходимо иметь в виду, что 
этот аппарат совершенно непригоден для решения упомянутой общей 
задачи, отвечающей согласно (0 .1) непериодическому процессу, а также 
непригоден для определения токов и напряжений внутри цикла периоди­
ческого процесса. Как видно из [2], процесс внутри цикла и при исполь­
зовании уравнений в конечных разностях исследуется методом оірипасо- 
кывания.
Предлагаемый метод расчета основан на замеченной аналогии между 
уравнениями так называемых проходных цепных схем, то есть схем, со­
стояние звеньев (подсхем) которых может быть описано только входными 
и выходными величинами [6] и уравнениями процесса в рассматриваемой 
цепи со ступенчато-переменным сопротивлением. Такому процессу отве­
чает „временная“ цепная схема, подсхемами которой являются последо­
вательно соединенные ступени времени („выход“ данной ступени непосред­
ственно сочленен с „входом“ следующей ступени).
Аналогия между обычной цепной схемой и „временной“ цепной схе­
мой получается наиболее полной, если условиться называть „входом“ 
любой ступени времени ее конец, а „выходом“— начало. Тогда „вход“ 
„временной“ цепной схемы будет соответствовать рассматриваемому мо­
менту времени, а „выход“ —началу процесса. BpFMennaff цепная схема 
изображена на фиг. 1,
Заметим, что полученные ниже расчетные выражения (2.13) и (2.14) 
являются, по сущ еству, некоторым обобщением известной в матричной 
теории дифференциальных уравнений так называемой формулы продолже­
ния [8 ].
24
2. Рассмотрим метод расчета цепи для общего случая, когда сопро­
тивление r(t) изменяется согласно (0.1). Для сокращения записи закона 
изменения r(f) воспользуемся понятием единичной функции S0(Z) и введем 
обозначение:'
Jk — (Z Tk — 1 ) 30 (Z Zft) :
0 для Z< Zft- I ,
1 „ tk—\ I Z Г б Z* ,
о „ Z >  Zft.
(2.1)
Очевидно, T* представляет прямоугольный единичный импульс длительно­
стью xk =  Zft — Zft—i , равный единице в промежутке времени от tk- \  до 
Zft, а в остальных промежутках равный нулю. При посредстве Jk зависи­
мость (0.1) запишется короче:
г (Z) =  TftTft (k — \, 2 , . . . ) . (2.2)
В качестве переменных уравнений состояния цепи выберем переменные, 
которые не могут изменяться скачком. Тогда как в обычной цепной 
схеме выходные величины данного звена (ступени времени) одновременно 
будут являться входными величинами для следующего звена. Если индук-
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тивности катуш ек и емкости конденсаторов цепи постоянны, то непрерыв­
ными будут токи в катуш ках и напряжения на конденсаторах. Эти токи 
и напряжения условимся называть непрерывными переменными и обозна­
чать P1, р2. . .р+ .
Переменные (k — 1,2 .................т ) удобно считать компонентами /«-мерного
вектора вида
P =  P(Q =
Pt —■ Pi U) 
Pi =  р2 (Z)
Pm — pm (Z)
(2.3)
Порядок вектора р равен порядку дифференциального уравнения, опи­
сывающего состояние цепи или, что приводит к такому же результату, 
числу независимых накопителей электрической и магнитной энергии цепи. 
В  общем случае, когда каждая из В  ветвей цепи содержит и индуктив-
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ности и емкости, порядок вектора р будет равен 2В. Например, для цепи 
фиг. 2 вектор р будет двухмерным:
P(Z) = Pi =  u{t)
р2 =  Z(Z) (2 .4)
где »  (Z) — напряжение на емкости, a Z(Z)-— ток в индуктивности.
В  силу предполагаемой линейности цепи закон изменения непрерывных 
переменных в промежутке времени от Zft_ 1 до tk должен выражаться 
зависимостью:
P  (Y) =  T* С (Z -Z a-I ) p (ZÆ- i )  +  уА C0 (Z —  ZÆ_ i  ) ,  (2 .5)
где С (Z— Zä_i ) и Co (Z— Zft- I  ) —соответственно матрица и вектор, компоненты 
которых зависят от времени, a p (Z *_ i) — значение вектора p(Z) в начале 
к-той ступени, то есть при Z = Z ft- I  (k =  1,2. . . . ) .
Зависимость (2 .5) для каждой конкретной цепи находится путем состав­
ления и решения ее интегро-дифференциальных уравнений для к-той сту­
пени времени. Так , для цепи фиг. 2 при Э =  пост. после решения оче­
видных уравнений:
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Qk =  arctg °k
(2 .8b)
(при вычислении предполагалось, что œ0> 4 ) .
Общее уравнение (2.5) позволяет выразить непрерывные переменные 
в конце ступени времени через значения их в начале ступени. Подстав­
ляя в (2.5) вместо Z время 4 , соответствующее концу к-той ступени, 
и замечая, что (у+=г> =  1, получаем:
Отметим, что (2.9) отвечает системе обычных алгебраических уравнений, 
с постоянными коэффициентами. Например, для схемы фиг. 2 согласно
(2.7) можем написать:
Уравнение (2.9) построено таким образом, что входные переменные 
ступени выражены через выходные. Так как по такому же принципу 
составляются уравнения обычных цепных схем, то теория последних 
в значительной степени может быть использована при изучении процес­
сов в цепи со ступенчато-переменным сопротивлением. В  частности, про­
цесс в цепи фиг. 2 может изучаться на основе теории цепной схемы,, 
состоящей из четырехполюсников, так как уравнения (2.10) по форме 
совпадают с уравнениями активного четырехполюсника [6 ;7].
Зависимость (2.9) естественно назвать уравнениями к-того звена „вре­
менной“ цепной схемы, а С (-¾) и C0 (%) соответственно матричным и век­
торным параметрами такого звена.
Для каждой конкретной цепи параметры С(тА) и C0LO всех ступеней 
імогут быть вычислены очень просто, если составлено уравнение (2.5), Так , 
например, для цепи фиг. 2 компоненты этих параметров для любой сту­
пени времени определяются формулами (2.8) путем замены t  на 4 .
Следует отметить, что матричные параметры не зависят от формы 
э. д. с ., действующих в цепи, а только от ее первичных параметров. 
(pk, L, С) и продолжительности ступени времени t k.
Матричные и векторные параметры „временной“ цепной схемы, со­
стоящей из нескольких ступеней времени, находятся так же, как и для 
цепной схемы, звенья которой характеризуются лишь входными и выход­
ными величинами [6]. Так , для „временной“ схемы, состоящей из двух 
звеньев, матричный параметр равен произведению матричных параметров 
составляющих звеньев, а векторный параметр — сумме, слагаемыми кото­
рой являются векторный параметр второго звена и произведение его мат­
ричного параметра на векторный параметр первого звена, то есть
Для „временной“ схемы, состоящей из к-1 звеньев, матричный и вектор­
ный параметры будут равны:
р (4 )  =  С Ы р (4 > ) +  СоЫ . (2.9)
iifrtk) =  C11 (¾) и (4-1 ) +  C12 Lk) Z (4 - 0  +  C10 »
і (4 )  — ç21 Lk) и ( 4 - 0  +  C22 ("б) i ( 4 - 0  +  C2O LO-
(2.10)
с (4 )  =  C(X2) C + )  ,
Co (fi) =  C0(T2) +  t (T2) C0 (X1).
(2.11)
(2.12)
C (4-1 ) =  C Lk-i)  C (tft_2) . . .  C « ,  
Co (4 - 0  =  Co ("*-0  +  C Lk-O Co Qft-a) +  
H- • ■ •+ c (xft-0 c (xft-2) . . .  c Lk-о  C0 (T1) . (2.14)
(2.13)
27,
Параметры С ( 4 - 0  и C0 ( 4 - 0  позволяют наиболее простым способом 
получить значение вектора р (4-0> характеризующего начало к-той сту­
пени. Очевидно, этот вектор равен:
P ( 4 - 0  =  С ( 4 —і) р ( t o )  +  4  (4 - -0 -  (2 .15)
Э то  уравнение можно назвать уравнением „временной“ цепной схемы, 
•состоящей из к-1 звеньев (ступеней времени).
Таким образом, в отличие от метода припасовывания, величины непре­
рывных в начале к-той ступени получаются согласно (2.15) непосред­
ственно по матричному и векторному параметрам промежутка времени,
равного 4 -1  и известным значениям переменных в начале первой ступени.
В  частном случае, когда непрерывные переменные, то есть » токи в 
индуктивностях напряжения на конденсаторах цепи, в начале первой 
ступени равны нулю, вектор
P ( 4 - 0  =  C0 ( 4 - 0 ,  (2 .1 6 )
так как р(4)==0.
Определив вектор р(4-і)> можно затем подставить его в общее урав­
нение (2.5) и тем самым определить все токи и напряжения цепи в про­
межутке времени от 4 - і  до 4 .
Отметим, что нахождение параметров цепной схемы может быть све­
дено исключительно к операции умножения клеточных матриц вида:
О т ) Со(>с)
0 1
так как непосредственным вычислением легко доказать, что
î  (4-1 ) = _П  О Т ) =
O T -O «г
* о -Tk T
0 i
(2.18)
Практически использование таких „удлиненных“ параметров достаточно 
удобно. Из (2.18) видно, что для нахождения удлиненного параметра 
„временной“ схемы достаточно перемножить удлиненные параметры ее 
звеньев.
Способ составления удлиненных параметров звеньев ясен из рассмотре­




-4 " к  Sm:'сок О Т ) —ок"к Sill OOfc 0/і 3 - - Э е  Ък%к
sin  (соK-Tk +  Ѳ к)
sin  Ѳк ü)f, С sin  ѲА. sin  Ѳк
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При написании (2.19) мы воспользовались выражениями (2.8) и (2.18).
Можно рекомендовать следующую технику расчета цепи со ступен­
чато-переменным сопротивлением по предлагаемому методу:
а) решив интегро-дифференциальные уравнения цепи, составленные 
относительно непрерывных переменных, и представив решение в форме
(2.9), можно определить матричные C(Fk) и С(n ) векторые C0(N ) параметры 
для каждого звена, „временной“ цепной схемы, полагая к =  1 ,2 .....................;
б) по выражениям (2.13), (2 .Î4 ) или (2.18) следует найти матричный 
С (4 - і)  и векторный С0(4 - і )  параметры промежутка времени 4 -ъ  соответ­
ствующего к-1 звеньям;
в) по уравнениям (2.5) определить непрерывные переменные, а затем 
и все остальные токи и напряжения цепи в заданном промежутке вре­
мени от 4 - 1  до 4 .
Изложенный метод расчета без больших изменений может приме­
няться и к цепи с несколькими ступенчато-переменными сопротивлениями. 
Под ступенью времени в этом случае следует понимать промежуток вре­
мени, в течение которого все сопротивления цепи остаются постоянными.
3. Рассмотрим теперь случай, когда ступенчато-переменное сопротив­
ление r ( t ) изменяется во времени периодически, то есть согласно (0.2).
Период изменения r(t) назовем продолжительностью цикла и допустим, 
что в каждом цикле законы изменения э.д .с . цепи одинаковы. П усть да­
лее в соответствии с (0.2) цикл состоит из s ступеней в общем случае 
неодинаковой длительности. Параметры цикла могут быть определены 
способом, указанным в п. 2. Поскольку законы изменения сопротивления 
r {t) и э .д .с . цепи во всех циклах одинаковы, то параметры всех циклов 
также будут одинаковы.
Имея в виду сказанное, найдем матричный С(геТ) и векторный С0(пТ)  
параметры промежутка времени пТ,  равного п циклам (Т —продолжитель­
ность цикла).
На основании выражений (2.13) и (2.14) находим
С («Т) =  [С (7 + , (3 .1 ).
СД «Г) =  [1 + С (7 )  +  С % Т ) + . . . + С п(Т )]С 0(Т ) =
=  [ 1 _  с ( Л ] - 1 [ I - C n(T )]  Co (T), (3.2)
где С ( Г) и C0 ( Г ) —соответственно матричный и векторный параметры 
цикла.
Эти формулы для частного случая, когда в цепи имеется лишь один 
конденсатор, приведены в [3], где они были получены при помощи раз­
ностных уравнений.
Зная параметры С(пТ) и С0(пТ), легко определить непрерывные токи, 
и напряжения в начале (я-]~1)-го цикла:
р ( пТ)  =  С (пТ) р (4 ) +  C0 0пТ) —
=  Ся (T) P (4 )  +  [1 - с  (T)) - I  [ I -  Cn (T)] C0 (T), (3 .3)
а затем по общему уравнению (2 .5 )—законы их изменения в течение всего 
цикла.
Таким образом, для заданного номера п и параметрам только одного- 
цикла без каких-либо промежуточных вычислений по уравнениям (3.3) 
и (2.5) непосредственно определяются искомые токи и напряжения цепи.
Как видно из выражений (2.8), все компоненты матрицы С (пТ)  содер­
жат показательные функции в отрицательной степени, благодаря чему:
HmCn( T ) - O .  (3.4)
Ѣ —>• OO
Это дает возможность решить важную задачу о распределении токов 
и напряжений в цепи при установившемся режиме. Действительно, пола­
гая в (3.3) п — со, находим непрерывные переменные в начале цикла 
установившегося режима:
P0 =  [1—С(7)]то C0(T ) , (3 .5 ) ,
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а затем, подставляя р0 в уравнение (2.5) вместо р (4 - і) , можно опреде­
лить и законы изменения p(t) в течение всех ступеней цикла (при этом 
время t  целесообразно отсчитывать от начала цикла).
Заметим, что р0 не зависит от п. Поэтому при установившемся ре­
жиме непрерывные токи и напряжения в начале и конце цикла будут 
принимать одни и те же значения, и, следовательно, процесс в цепи 
будет в полном смысле периодическим, так как р (£) =  р (£ -}- Т).
4. Приведем примеры расчета цепей со ступенчато-переменными сопро­
тивлениями.
П р и м е р  1. Определим ток установившегося режима в цепи, показан­
ной на фиг. 3, для случая, когда э .д .с . источника и сопротивление сле­
дующим образом зависят от времени:
... , . , . . .. . . . f гу — 1 ом, когда иЧ)<С О,и (t) =  14,1 Sm (314 t) в, r(t)  =  j А v ;  ?  ’
I r 2 =  6 ом „ u (t ) >  0.
Индуктивность L  =  гп.
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В к-той ступени времени ток цепи, очевидно, равен:
І ( t) =  +  <?“ Sk d +  Trt Im(K) { Sin [CD (t—tK- 1) -  cpK] +








Подставляя в (4.1) t = t K, получаем уравнение к-того звена „временной“ 
цепной схемы:
і (£.) =  e-Srt'rt i ( 4__t) +  i m{K) [sin (ш-к—©R) +  e Ьк' к sin ? * ] . (4.3)
L
Сравнивая эту зависимость с общим уравнением, (2,9), заключаем, что 
в рассматриваемом случае параметры к-того звена равны
С (%) =  е 0к+
C0 »  =  Im(K) [sin (ш%—<рк) +  g-Srt'K sin 9г.]_
T
(4 .4)
Полагая k — 1 и 2 и замечая, что =  т., =  —  =  0,01 сек и ©% =  г.,
2I
после подстановки в (4.4) цифр получаем параметры звеньев цикла:
г (X1) =  =  е-0.392 =  Qj677j г ^  _  e- V s  =  0,0944, (4.5)
Параметры цикла, согласно (2.11) и (2.12), равны 
С (T) = C ( + C  + )  =  0,0639,
Co (T) =  C0 ( »  +  С (т2) C0 (т2) = 1,513 а.
(4.6)
(4.8)
По формуле (3.5) определяем ток в начале цикла при установившемся 
режиме
Z0 =  [ L C  (T)Y4 C0 (T) =  1,615 а . (4.7)
Если начало отсчета времени совместить с началом цикла установив­
шегося режима, то законы изменения тока в первой и во второй ступе­
нях выразятся уравнениями:
а) в первой ступени (0 /S t  +L 0,01 сек)
i (t) =  і0 е ~ ь? +  I„i(i) [sin (od— CS1) +  L jJ  sin Cp1] =
=  1,615 e “39»21 +  1,75 sin (180001-— 83°10') a;
б) во второй ступени ,(0,01 +  Z < 0 ,0 2  сек.)
i (t) =  I(T1) е ~ Г>и~~д +  Im{2) [sin [ W ( Z - T 1 ) - C p 2 ]  +
_L e r o L U  sin с»,} = (4.9)
» 54,5 e ~ 2361 +  1,41 sin (180001 -  233°) a.
Из (4.8) и (4.9) видно, что ступенчато-переменное сопротивление цепи 
ведет себя в данном случае как выпрямитель, так как ток Z (Z )+ 0 в те­
чение всего цикла.
П р и м е р  2. Пусть сопротивление r(t) в цепи фиг. 2 в течение двух 
циклов изменяется, как показано на фиг. 4, а затем остается постоянным 
и равным г13 = 5 0  ом. Предполагая нулевые начальные условия, найдем 
токи и напряжения в тринадцатой ступени времени (Z+0,012 сек.) для слу­
чая, когда
Э  =  100 в, 7 =  0,1 гн, C  =  25 мкф.
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П о  ф о р м у л а м  (2.19) и (2.8в) о п р е д е л я е м  удли н ен н ы е  п а р а м е т р ы  с т у ­
пен ей  ц и к л а 1):
0 ,3 3 4 1 2 5 ,8 7 3 8 2 3 ,9 2 1 0 0 ,5 2 0 9 3 0 ,9 3 8 7 1 6 ,9 0 2 0
— 0 ,0 0 6 5 0 ,7 6 0 8 0 ,9 4 6 3 і — 0 ,0 0 7 7 0 ,8 3 1 0 0 ,9 4 1 4
0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000 1,0000
0 ,6 0 6 8 3 2 ,7 5 5 9 1 4 ,9 3 1 0
— 0 ,0 0 8 2 0 ,8 5 0 7 1 ,0 0 4 0
0,0000 0,0000 1,0000
0 ,6 4 7 8 3 4 ,2 4 6 7 1 7 ,6 6 3 2
— 0 ,0 0 8 5 0 ,8 2 3 4 0 ,9 3 1 6
0,0000 0,0000 1,0000
0 ,6 0 6 8 3 2 ,7 5 5 9 1 4 ,9 3 1 0 0 ,5 2 0 9 3 0 ,9 3 8 7 1 6 ,9 0 2 0
— 0 ,0 0 8 2 0 ,8 5 0 7 1 ,0 0 4 0 ’ — 0 ,0 0 7 7 0 ,8 3 1 0 0 ,9 4 1 4
0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000 1,0000
П е р е м н о ж а я  у д ли н ен н ы е  п ар ам етр ы  с т у п е н е й ,  н ах о д и м  удли н ен н ы й 1 
п а р а м е т р  ц и кла
— 0 ,0 5 1 4 - 7 , 5 7 9 1 1 3 3 ,5 7 2 4
0,0012 - 0 , 4 1 5 6 0 ,7 0 4 0
0,0000 0,0000 1,0000
П а р а м е т р ы  ци клов  о д и н а к о в ы .  П о это м у  удли н ен н ы й  п а р а м е т р  д в у х  
ц и к л о в  б у д е т  р а в е н  к в а д р а т у  п а р а м е т р а  о д н о го  цикла , т. е.
- 0 , 0 0 6 5 3 , 5-395 1 21 ,3711
- 0 , 0 0 0 6 0 ,1 6 3 6 0 ,5 7 1 7
0, 00(0 0,0000 1,0000
Т а к  как  по услови ю  начальны й зап ас  э н ер ги и  в  схеме о т с у т с т в у е т ,  т о  
с о г л а с н о  в ы р а ж е н и ю  (2.16) н а п р я ж е н и е  на к о н д е н с а т о р е  и т о к  в и н д у к ­
т и в н о с т и  б у д у т  п р о с то  равны  в екто р н о м у  п а р а м е т р у  C0(Z12), т. е. It(Zls) =  
=  121,3711 в  и Z(Z12) =  0,5717 а .  П о д с т а в л я я  и  (Z12) и Z(Z12) в у р а в н е н и е
(2 .7)  и и сп о л ь зу я  (2.19), о п р е д е л я е м  н а п р яж е н и е  и т о к  в зад ан н о й  т р и н а д ­
ц а т о й  сту п ен и  врем ени
J n e ~ b n d  t l 2 >
sin  [(U13( Z - Z 12) - 0 13]
sin (U13( Z - Z 12)
Ii(Z) Oi0C





“Ь  Ъ з
э _ з  S i  In  ( е т о + e . . l
Sm »' 1 3
Hs T1 е ~ ° із
(.t -  +)sin I”13 ( j - + ) + 2 Ѳіз] 
sin 2 Ѳ 13
1I Вычисления произведены асп. Н. П. Довгановским.
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и (іt) =  Yi3 ЮО +  T13 2630¾-4001 sin (28074 14  108° I Г) в,
( £ > 4 2  =  0 ,012  сек), 
i (t) =  Ti3 2 +  Ti3 341,5 e- 4001 sin (280741 +  233°46') a.
И з л о ж е н н ы й  м ето д  „ в р е м е н н ы х  цепных с х е м “ м о ж е т  б ы ть  п р и м ен ен  
и д л я  п р и б л и ж е н н о г о  а н ал и за  ц еп ей ,  п а р а м е т р ы  к о т о р ы х  н е п р е р ы в н о  
изм ен яю тся  во  врем ен и .
Р а с ч е т  ц еп ей  с н е п р ер ы в н о  и зм е н я ю щ и м и с я  п а р а м е т р а м и  и з л о ж е н  в 
р аб о те  „ М е т о д  ц е п о ч е к “ , к о т о р а я  п у б л и к у е т с я  в н а с т о я щ е м  т о м е  „ И з в е ­
стий Т П И “.
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